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INTRODUCAO

O presente trabalho aborda um recorte do Trabalho de Concluséo de Curso defendido
em fevereiro de 2024 que trata de parte da Historia da Trigonometria desenvolvida na Grécia
antiga, por meio de um estudo sobre a construcdo de uma tabela de cordas de Claudio
Ptolomeu (~100 e.c. - ~170 e.c.). Esta tabela se baseia na variacdo do comprimento de uma
corda, com relacdo ao angulo central de um circulo, oposto a ela, conforme Figura 1.

Figura 1 - crd(a) oposta ao angulo a

Fonte: Elaborado pelas autoras.

Segundo Rodrigues (2020), Ptolomeu viveu em um periodo em que 0S gregos
estavam estudando o Universo. Por isso, construiu uma teoria planetaria, em sua obra,
Almagesto, obra dividida em 13 livros, onde o primeiro deles é destinado a descrever a
matematica utilizada para construir sua teoria, incluindo a tabela de cordas e os métodos de
construg¢do (O’Connor e Robertson, 1999). No livro I, capitulo IX, consta o procedimento
que Ptolomeu usou para encontrar as cordas de 36°, 72°, 60°, 90° e 120°.

Objetivamos, entdo, compreender os métodos matematicos adotados no livro I,

capitulo IX, por Ptolomeu, para o célculo das cordas de 36°, 72°, 60°, 90° e 120°, bem como
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0 contexto historico e social em que viveu este matematico, a fim de responder a seguinte
pergunta de pesquisa: Qual matematica usada por Ptolomeu no livro I, capitulo IX do

Almagesto que podemos interpretar como sendo trigonométrica?

METODOLOGIA

Neste estudo, exploramos fendmenos relacionados ao tempo, espaco e cultura, sob
maultiplas perspectivas. Conforme defende Silveira et al. (2009), este tipo de estudo
enquadra-se no tipo qualitativo, sendo este 0 modo como se classifica esta pesquisa. Fonseca
(2002) afirma também que uma pesquisa que se baseia em levantamentos tedricos ja
analisados e publicados, é bibliografica. Por utilizarmos obras que interpretam e narram
contextos historicos ligados a Trigonometria, esta é uma pesquisa bibliogréafica.

Buscamos por documentos que abordam a Histdria da Trigonometria, o0 que vai ao
encontro do conceito de pesquisa documental de Fonseca (2002). Destacamos que esta €
também uma pesquisa historica, uma vez que queremos compreender o desenvolvimento de
conceitos que conhecemos hoje como trigonométricos, em uma civilizacdo antiga. Para
fazermos a pesquisa historica, se torna necessaria uma investigacao por meio de fontes.

Costa e Barros (2012) nos informam que podemos considerar como fonte, qualquer
meio de informagéo que nos permita conhecer sobre uma realidade ja vivida. Na visdo dos
autores, as fontes diretas sdo aquelas nas quais o autor obtém o seu objeto de pesquisa a
partir de uma informacao que ndo é intermediada. Ja as fontes indiretas, sdo transmitidas ao
pesquisador por um ou mais intermedidrios.

No presente estudo usamos o livro traduzido por Fernandez e Montes (2003),
intitulado “El Capitulo IX del Libro I del Almagesto de Claudio Ptolomeo: Sobre la medida
de las lineas rectas que se trazan en el circulo”, 0 qual classificamos como uma fonte indireta
de informagdes, uma vez que, fora traduzido do latim para o espanhol.

Para Bloch (2002), observar um advento sob uma perspectiva historica consiste em
buscar evidéncias e documentos que o provem. Sigueira e Vieira (2023) destacam que a
pesquisa histdrica ndo traz em seus resultados, verdades absolutas, ja que sdo influenciadas
pela interpretagdo dos pesquisadores. Nesse sentido, embora n&o tenhamos partido de uma
fonte direta, a fonte indireta usada nos proporcionou meios de evidenciar a matematica usada

por Ptolomeu, e assim, foi possivel fazer a analise do material como sugerido em Bloch
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(2002) e Siqueira e Vieira (2023), considerando entdo o contexto em que este esta inserido

e tudo o que o envolve.
UM BREVE CONTEXTO

Funari (2001) nos informa que era parte da cultura grega preocupar-se em
compreender a natureza racionalmente. Para compreender o Universo, 0s astrdnomos
estudavam o movimento e a disposicdo dos astros nele. Estes pensadores chegaram ao
modelo de mundo geocéntrico e construiram teorias que mostrassem a disposi¢ao dos astros
no Universo de acordo com ele.

Um dos cientistas gregos que trabalhou com o sistema de mundo foi Ptolomeu, que
de acordo com O’Connor ¢ Robertson (1999), viveu entre 85 e.c e 165 ¢.c, era filosofo e
astrdbnomo. Estes autores nos informam que o que se sabe da vida de Ptolomeu € que o seu
nome Claudius Ptolemy indica a descendéncia de uma familia grega que vivia no Egito.

No que se refere aos seus trabalhos, os autores trazem que uma de suas contribuigdes
mais usadas foi a publicacdo do Almagesto, uma colecdo de 13 livros que trata dos
movimentos dos astros. Segundo O’Connor e Robertson (1999), Ptolomeu propds um
Sistema Planetario, baseando-se nessas concepg¢des geocéntricas. Este sistema foi referéncia
para estudos astronémicos sobre a concepcdo do universo até o século XIV, quando as
teorias Heliocéntricas comecam a ser divulgadas.

No livro Almagesto, Ptolomeu descreveu, segundo O’Connor e Robertson (1999), a
matematica necessaria para a construcdo da teoria que aborda os corpos celestes, fazendo
parte desta matematica, a sua teoria de cordas. Para isso, Ptolomeu utilizou a obra Elementos,

escrita por volta do século Il a.e.c. atribuida a Euclides (~325 a.e.c. — ~265 a.e.c.).
UMA INTERPRETACAO DOS METODOS PARA CALCULAR CORDAS

No capitulo IX do livro | do Almagesto, “Sobre as medidas das linhas retas
desenhadas no circulo”, Ptolomeu (2003) mostrou métodos para calcular cordas. Para tanto,
ele adotou um circulo com didmetro de 120 partes® e o raio de 60 partes. Ptolomeu utilizou

a base sexagesimal, o que nos levou a inferir que utilizava um circulo de raio unitério, nesta

3 Compreendemos que o termo partes foi designado como o que consideramos, atualmente, como uma unidade
de medida.
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base. E, assim como fazemos hoje, Ptolomeu (2003) adotou um circulo dividido em 360
partes.
No livro séo apresentados problemas e, em seguida suas soluges.

Sobre a ciéncia das cordas: Dado o didmetro de um circulo, averiguar os
lados do decagono, do hexagono, do pentagono, do quadrado e do tridngulo
equilatero, todos eles inscritos em um mesmo circulo. (PTOLOMEU,
2003, p. 68)

Observamos que o autor utiliza as medidas dos lados de figuras inscritas em um
circulo para encontrar cordas, ja que estas medidas representavam o valor das cordas dos

angulos centrais opostos a elas, como ilustrado na Figura 3.

Figura 3 - Figuras inscritas em um circulo

Fonte: Elaborada pelas autoras.

Para encontrar estes valores, Ptolomeu (2003) partiu dos seguintes procedimentos a
partir de uma semicircunferéncia de cujo diametro é AC: (i) Tracar um segmento DB, tal que
DB 1 AC; (ii) Marcar em DC seu ponto médio E; (iii) Unir os pontos B e E, formando BE;
(iv) Denotar um ponto F no segmento AD sendo BE = EF; (v) Tragar o segmento BF. A

figura construida por meio destes procedimentos, é a representada na Figura 4.

Figura 4 - Construcéo para encontrar as medidas dos lados dos poligonos

Fonte: Ptolomeu (2003)
Desta construcdo, Ptolomeu (2003) provou que FD representa o lado do decagono
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inscrito nesse circulo, por meio de proposicdes do livro Elementos. Concluiu que FD.FC =
D(?. Utilizando a proposicéo 17, do livro VI dos Elementos, afirma que entdo os segmentos
FD,FC e DC sé&o proporcionais.

Ainda utilizando a mesma proposic¢ao 17 do livro VI dos Elementos, Ptolomeu (2003)
afirmou que, dados os segmentos FD, FC e DC, se DC é o maior segmento pertencente a FC,
entdo DC representa o lado do hex&gono inscrito no circulo. E, ainda, FD representa o lado
do decéagono inscrito neste mesmo circulo. Acrescentando a Figura 4 um novo segmento AB,
utilizando a proposicéo 6, do livro 1V dos Elementos, Ptolomeu (2003) mostra que este
segmento representa o lado do quadrado inscrito nesse circulo. Da construcdo da Figura 4,

Ptolomeu (2003) obteve entdo o resultado mostrado, aqui, na Figura 5.

Figura 5 - O lado das figuras inscritas no circulo
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Fonte: Elaborada pelas autoras.

Partindo ent&o, da construcdo e das informacdes apresentadas na Figura 5, bem como
de outras proposic¢des do livro Elementos, Ptolomeu (2003) calculou as medidas dos lados
do tridngulo equilatero do quadrado, do pentagono, do hexagono e do decagono inscritos no
mesmo circulo. Utilizando a linguagem matematica atual, apresentaremos nossa
interpretacdo destes calculos.

Utilizando a Figura 5, vamos chamar de » = DC o raio do circulo. Vamos, entdo,
encontrar a medida FD que representa a medida do lado do decdgono inscrito na

circunferéncia.

Sejam: DC = r =BD e DE = g Logo:

r? /35
BE? = BD? + DE? = BE? = T2+7=>BE=7

e, como BE = EF,entdo EF = %/3 Por outro lado, FD = FE — DE, entdo:
_r5 r _r(¥5-D)
FD = > 5 = FD = -
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Observe o triangulo retdngulo BDF, retangulo em D, na figura 4. Usando uma das
relacBes métricas do triangulo retangulo, obtemos a medida BF, que representa a medida do
lado do pentagono inscrito na circunferéncia:

_ 10— 2V3

2

—r(\/§ — 1)>2 = BF
2

BF? = BD*+ FD? = BF? = r2+<

Observando o triangulo retangulo ABD, retangulo em D, a partir de uma das relacdes
métricas do triangulo retangulo, obtemos a medida do lado do quadrado inscrito AB:

AB? = DA2 +DB?= AB?>= r2+12= AB =12

Temos os valores de AB, DB, BF e FD como sendo os lados do quadrado, hexagono,
pentagono e decagono inscritos em um circulo de raio r, respectivamente, correspondendo
aos valores das cordas apresentadas na Figura 3.

Ptolomeu obteve ainda, o lado do tridngulo equilatero, utilizando a proposicéo 12 do
livro X111 dos Elementos, o qual seria r+/3. Em Ptolomeu (2003), como j4 dito, foi utilizado
r = 60 partes. Os resultados obtidos por ele sdo representados com a parte inteira na base
decimal, enquanto a parte fracionada é apresentada na base sexagesimal. Substituindo os
valores encontrados para r = 60, e relacionando com os respectivos valores de cordas,

apresentamos na Ultima coluna da tabela 1, os valores das cordas apresentados por Ptolomeu.

Tabela 1 - Tabela de cordas

Figura Corda Valor para r | Valor para r = 60
Decagono de lado lyg | erd(36°) = Iy ’WS’U 37.4.55
Pentagono de lado I5 | erd(72°) =I5 "/1”7,,72‘/_] 70.32.3
Hexagono de lado g crd(60°) = g T GO
Quadrado de lado I, | erd(90°) = I, rv'2 84.51.10
Triangulo de lado I3 | erd(120°) =I5 rv3 103.55.23

Fonte: Elaborada pelas autoras.
O segundo problema enunciado em Ptolomeu (2003, p.68), denotado por ele como
corolério primeiro, foi: “Dada a corda de um arco, se chegard a conhecer a corda do arco
restante do semicirculo”. Em outros termos, seja 0 semicirculo ABC, de raio r, representado

na Figura 6. Se conhecemos a corda AB, conseguimos encontrar a corda BC.

Figura 6 - Cordas de angulos suplementares

Fonte: Elaborada pelas autoras.
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Uma interpretacdo do problema apresentado € a que segue. Seja a corda de um arco
a, podemos conhecer a corda do arco g suplementar a a. Isto é, a + = 180°  (i).
Demonstracdo: Seja o semicirculo representado na Figura 6. Nela, temos um triangulo ABC,
retdngulo em B, pela proposi¢do 31, do livro 111, dos Elementos, inscrito neste semicirculo.
Logo, AC? = AB? + BC?.Se AC = 2r, AB = crd (B) e BC = crd (a), entdo: (2r)° =
crd(a)? + crd(B)?. Logo, crd(a)? + crd (B)° = 4r2.

De (i) temos que: crd(a)’ + crd(180 — a)? = 4r2. Com isso, compreendemos
que, conhecendo o valor de crd(a), podemos calcular o valor de crd (B) tal que g = 180 —
a. 1sso, por meio da equagéo:

crd(a)’ + crd(180 — )’ = 4r2.
A partir deste corolario foi possivel encontrar outras cordas para a construcdo da

tabela.

ALGUMAS CONSIDERACOES

A compreensdo do pensamento matematico da Grécia Antiga, bem como o estudo
historico do periodo em questdo, facilitou a interpretacdo dos conceitos de Ptolomeu, que
divergem da linguagem matematica contemporénea. J4 a anélise biogréafica de Ptolomeu e
seu contexto histdrico e social foram cruciais para compreendermos suas contribuices. O
Almagesto combinou astronomia com a matematica existente da época, demonstrando que
a matematica fazia parte do desenvolvimento social na antiguidade.

Acreditamos que a tabela de cordas, construida por Ptolomeu (2003), seja
trigonométrica, uma vez que estabeleceu uma relacdo entre os angulos e os lados de um
triangulo, tracado a partir de uma corda em um circulo, e atualmente, o que denominamos
como Trigonometria também envolve o estudo da relagdo entre angulos e lados de um
triangulo. Ptolomeu relacionou o angulo central de uma circunferéncia com a corda oposta
a esse angulo.

Esta teoria de cordas pode ser interpretada como parte da historia da Trigonometria
moderna, mostrando que o que conhecemos hoje por Trigonometria j& era utilizado por
outras civilizacOes antes de levar este nome. Isto responde nossa pergunta de pesquisa, que

buscava interpretar a matematica desenvolvida por Ptolomeu que podemos interpretar como
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trigonométrica. Por construir uma tabela estabelecendo uma relacédo entre os lados e os
angulos de um triangulo e utilizar de um circulo de raio unitario como base para os calculos,
podemos interpretar a construcdo da tabela de cordas de Ptolomeu como parte da histdria da

Trigonometria.
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